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2 Estadistica descriptiva

1.1. Introduccién. El propésito de la estadistica.

L Qué es la estadistica?; Para qué sirve la estadistica en ingenieria? Aunque ambas preguntas
pueden tener una respuesta muy compleja, se puede decir resumidamente que la estadistica es la
ciencia que nos permite analizar un conjunto de datos observados con el fin de conocer
las caracteristicas del fenémeno real que los ha generado. De esta forma, si conseguimos
conocer el fendmeno que genera los datos podremos anticipar como serdn los siguientes datos
que se observen, o podremos aprender a provocarlos o evitarlos. Por ejemplo, supongamos que un
fabricante de cierto componente electrénico desea saber si el procedimiento de fabricacién A es mads
recomendable que el procedimiento B. Para ello, y en funcién de sus limitaciones presupuestarias,
fabrica unos cuantos componentes con el procedimiento A y otros con el B. Mediante técnicas
estadisticas podréd conocer con suficiente confianza si el método A es mejor o peor que el B, o por
el contario, los datos no muestran evidencia suficiente para decidir al respecto. El fabricante podra
utilizar este resultado para decidir modificaciones en el procedimiento de fabricacién de futuras
piezas.

Es muy importante darse cuenta de que el fabricante no tiene un interés especial en conocer
las diferencias entre los componentes ya fabricados, sino en tomar una decisién que afecte a los
que se fabricardn en el futuro. Supongamos, por ejemplo, que se han fabricado 100 componentes:
50 con el procedimiento de produccién A y los otros 50 con el procedimiento de produccién B.
Después de analizar estos 100 componentes se ha visto que 10 componentes del procedimiento
A son defectuosos, mientras que con el procedimiento B sélo son defectuosos 8. ;Qué método
deberfamos implantar para producir a gran escala?. El fabricante no duda de que en esos 100
componentes, el método B fue mejor, pero jqué garantias ofrecen esos datos de que esa ventaja
se mantendra en el futuro?; Podemos hacer el enunciado general de que el método de produccién
B es mejor que el A para fabricar esos componentes? Mediante el uso de la estadistica podremos
concluir si a la vista de los datos es razonable decantarse por el procedimiento B o por el contrario la
ventaja observada en esos 100 componentes no es suficiente como para extrapolarla con un minimo
de seguridad. Un elemento a destacar en esta tltima frase es la idea de que no es seguro que en
el futuro se observe el mismo resultado que en la muestra de datos. Para que la estadistica sea
itil debe proporcionar una idea del riesgo que cometemos al generalizar lo observado en los datos.
Dedicaremos una parte importante de este texto a proporcionar medidas del riesgo o confianza de
las decisiones basadas en datos.

Puede decirse entonces que la estadistica es una herramienta de aprendizaje a partir de
la observacién, pues nos ayuda a extraer conclusiones generalizables a partir de un conjunto
de datos observados. Este proceso por el que a partir de los hechos, ascendemos l6gicamente hasta
la ley o principio que los contiene se denomina induccién o inferencia. Es decir, a partir de
lo particular construimos lo general. La induccién es el proceso contrario a la deduccién. En la
deduccién, a partir de una ley general podemos explicar cualquier resultado particular. Por ejemplo,
partiendo de la ley general que dice que todo cuerpo abandonado a cierta altura sin obstaculo
tiende a caer por accién de la gravedad de la Tierra, podemos deducir que si una manzana madura
se desprende del drbol, no quedard flotando en el aire sino que caerd. El tener una ley general
que permita, mediante la deduccién, describir un fenémeno es muy titil, pues permite predecir y
explicar cualquier resultado particular. Pero, jcémo llegamos a dicha ley general? Precisamente
en el ejemplo de la caida de la manzana por accién de la gravedad, Newton llegé a la ley general
usando el camino inverso: la induccién.

Los fenémenos reales que interesan en ingenieria son con frecuencia demasiado complejos para
ser previstos utilizando sélo los principios fisicos que los rigen en condiciones ideales. Es frecuente
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encontrar discrepancias entre lo que se observa y lo que predice un modelo tedrico. La razén es
que en el modelo tedrico sélo es posible tener en cuenta un nidmero limitado de factores, mientras
que en la realidad influyen muchos mds: rozamientos, heterogeneidad de materiales, impurezas,
interacciones, etc. Como consecuencia, y debido al efecto de dichos factores que no contempla el
modelo tedrico, siempre existird una incertidumbre sobre el resultado final, una posible discrepancia
entre el valor observado y el valor previsto. En otras ocasiones no se dispone de ningtin marco teérico
que explique la realidad, por lo que debemos construir dicho modelo tedrico exclusivamente a partir
de la observacién.

La principal contribucién de la estadistica a la resolucién de problemas en ingenierfa es su
utilizacién como herramienta de aprendizaje. El aprendizaje que se obtiene mediante la estadistica
forma parte del denominado método cientifico. El método cientifico de aprendizaje consiste en
la aplicacién de forma iterativa de un proceso de induccién-deduccién que puede resumirse en
los siguiente pasos (ver figura 1.1):

1. Una hipétesis inicial o teoria permite construir un modelo que explique la realidad. Este mod-
elo lleva, mediante un proceso de deduccién, a ciertas consecuencias que deberfan observarse
si el modelo utilizado fuese realmente vélido.

2. La observacién de los datos reales pueden entonces revelar una discrepancia observada re-
specto a lo que predice el modelo. A esta discrepancia le llamaremos error experimental.

3. Dicho error experimental observado conduce, mediante un proceso de induccién, a la mod-
ificacién del modelo.

4. Este proceso se itera hasta que se tiene un modelo capaz de explicar los datos observados
de forma suficientemente precisa.

Este ciclo de deduccién-induccién es la base de la aplicacién de la estadistica. La deduccién se
realiza a partir de los modelos que pueda ofrecer la ciencia o los que haya podido elaborar el inves-
tigador de forma empirica usando cualquier metodologia estadistica. Los datos observados seran
tanto més informativos cuanto més cuidadosa haya sido su recogida, lo que precisa de un diseno del
experimento adecuado. Finalmente, la interpretacién del error observado ha de hacerse en el marco
de la variabilidad que todo experimento tiene, y por tanto ha de ser valorado estadisticamente.

La mayorfa de los ingenieros ignora que la estadistica es una herramienta de aprendizaje muy
eficaz, debido principalmente a su visiéon determinista de la realidad. Esta visién determinista
estd producida por su instruccién, basada en leyes fisicas o matemdticas, tales como las ecuaciones
de Maxwell en electromagnetismo, las leyes de la Termodindmica, o las leyes de la Mecdnica de
Newton. Todo este conjunto de leyes cientificas son muy ttiles e indispensables en la actividad
de cualquier cientifico, pero estén basadas en entornos y materiales ideales. Asimismo, ignoran
la interaccién que puede suceder cuando se combinan varios factores en la realidad. Cuando un
ingeniero prevee un resultado a partir de una formulacién tedrica estd empleando un razonamiento
deductivo. Cualquier desviacién en el valor observado respecto al valor previsto sera en general o
bien ignorado si el error es pequefio o bien puede provocar el fracaso del proyecto. Por esta razon,
el uso del conocimiento cientifico de forma puramente deductiva es ineficaz. Mediante la
utilizacién de la estadistica, el ingeniero aprovechars el error de experimentacién para convertirlo,
mediante induccién, en un mayor conocimiento.

EJercicios 1 . ...

1. Resume el contenido de esta seccién en una sola frase
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Figura 1.1: El método cientifico de aprendizaje. Ciclo induccién-deduccién

2. Indica cuéles de los siguientes razonamientos son inductivos y cudles deductivos

a) Después de lanzar varias veces un dado, un jugador piensa que el dado estd trucado

b) Elestudio de la serie de temperaturas sugiere que se estd produciendo un cambio climéti-
co

¢) En el piso de enfrente no debe vivir nadie, pues nunca he visto las luces encendidas
d) Como este procesador es mds répido, tardard menos en ejecutar mi programa

e) Tras un experimento para decidir el material a utilizar para un sistema de sujeccion,
se anota la tensién de rotura de 20 componentes del material A y otros 20 del material
B. Tras ver los datos se decide que se usard el material A pues parece que serd mads
resistente que el B.

f) La energfa cinética de un cuerpo de masa 10 Kg y velocidad 5 m/s es de E = 1/2mv? =
25 (julios)

3. Una persona ha lanzado una moneda 20 veces y ha sacado cara 15 veces. ; Podemos concluir
que esa persona tiene una forma de lanzar que favorezca que salga cara?

1.2. Tipos de datos

En estadistica, la materia prima son los datos y el producto final son un conjunto de conclusiones
sobre el fenémeno que ha originado esos datos. Un dato es un valor concreto que toma una variable
en un momento dado en un individuo. Los individuos serdn los objetos de los que obtenemos los
datos. Los individuos pueden ser desde personas a simples objetos. Denominaremos variable a la
caracteristica de interés, y que puede tomar un valor diferente en cada individuo. Si la caracteristica
de interés tomase siempre el mismo valor, ya no serfa una variable, sino una constante. Una
variable podria tomar valores diferentes incluso en un mismo individuo, si las condiciones cambiasen
cada vez que repetimos la medicién de la variable.
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Un dato es el valor observado de una variable en un individuo en una medicién. Se suele decir
también que un dato es la realizacién de una variable. Por ejemplo, una variable puede ser
la temperatura de una habitacién, y un dato serd la temperatura de una habitacién en un instante
dado. La estatura es una variable, y mi estatura es un dato. A efectos de lo que nos interesa en
estadistica, los datos se pueden clasificar segiin varios criterios.

Clasificaciéon de los datos segin su naturaleza

Seguin su naturaleza, los datos se pueden dividir en:

= Datos cuantitativos: cuyos valores son nimeros que representan cantidades. A su vez los
dividiremos en

e Continuos: si pueden tomar cualquier valor dentro de un intervalo real. Por ejemplo,
longitudes, pesos, tiempos, voltajes, etc

e Discretos: si s6lo pueden tomar valores enteros. Por ejemplo, nimero de cilindros de un
vehiculo, nimero de miembros de una familia, clientes que llegan por unidad de tiempo
a un puesto de servicio, etc.

= Datos cualitativos: son aquellos cuyos valores son c6digos que representan atributos. Por
ejemplo: color de ojos, marca preferida de un producto, tipo de procesador de un ordenador.
A los datos cualitativos también se les denomina categéricos, pues clasifican a los individuos
segun las diferentes categorias en que se divide la variable cualitativa.

Clasificacién de los datos segiin su representatividad

Segtin su representatividad, los datos pueden formar toda la poblacién o ser s6lo una muestra.

= Poblacién: es el conjunto de todos los datos posibles de una variable. Por ejemplo, en un
aula de 83 alumnos, la poblacién de estaturas son las 83 estaturas.

= Muestra: es un subconjunto de la poblacién. Por ejemplo, en el aula de 83 alumnos, una
muestra de estaturas serfa la estatura de sélo 20 de ellos.

No se debe confundir la poblacién con el conjunto de valores diferentes que puede
tomar la variable. En el caso de las estaturas de los 83 alumnos, los valores posibles de altura son
infinitos, al ser la estatura una variable continua. En el caso de la variable 'nimero de hermanos
del alumno’ posiblemente la variable tome valores entre 0 y 5, pero la poblacién serdn los 83 datos
formados por el nimero de hermanos de los 83 alumnos, existiendo datos repetidos. Tampoco
debe confundirse la poblacién con los individuos sobre los que se mide la variable. En el
ejemplo de la variable estastura de los 83 estudiantes, la poblacién son las 83 estaturas y no los 83
estudiantes.

Para poder manejar mejor el concepto de poblacién y muestra en estadistica, serd util definir
previamente el concepto de experimento. En estadistica, el término experimento tiene un signifi-
cado muy amplio:

Definicién 1 FExperimento es cualquier procedimiento de obtencion de un dato, dadas una condi-
ciones de experimentacion. Si manteniendo las condiciones de experimentacion constantes volve-
mos a obtener otro dato, estaremos repitiendo ese experimento.
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Un experimento puede ser tanto observar un dato registrado, como producirlo en un laboratorio,
o bien obtenerlo mediante una encuesta. Si se cambian las condiciones de experimentacién, el
experimento seré distinto. Por tanto, para definir un experimento no sélo hay que especificar la
variable que vamos a medir o evaluar, sino en qué condiciones de experimentacién lo vamos a
hacer. De esta forma, si los datos se obtienen midiendo elementos sin reposicién, el experimento
serd diferente a si la medicién se hace con reposicién. Una vez definido experimento, podemos
definir poblacién:

Definicién 2 Poblacion es el conjunto de datos que se obtienen al repetir un experimento concreto
todas las veces posibles.

Cuando pensamos en poblaciones como coleccién de las mediciones de todos los individuos
con cierta caracteristica (por ejemplo, las 83 estaturas de los 83 estudiantes de un aula), esta-
mos refiriéndonos a experimentos obtenidos sin reposicién. La poblacién serd finita y tendrd 83
elementos. Cuando las mediciones se obtiene con reposicién, como cuando se lanza repetidamente
un dado, el experimento ya es distinto; las poblaciones serén de tamano infinito y sélo existirdn
conceptualmente.

En estadistica, habitualmente analizamos sélo una muestra cuyo tamano depende de los recursos
que se posean para la investigacién. Sin embargo, el interés estard en aportar conocimientos no
sobre la muestra sino sobre toda la poblacién, es decir, inferir c6mo sera la poblacién a partir
de la informacién limitada de la muestra. Es muy posible que los elementos que constituyen la
muestra hayan sido seleccionados al azar y sélo tendran interés como representantes de la poblacién
que es objeto de estudio. Es importante entonces haber definido bien la poblacién. En ocasiones,
una investigaciéon termina en fracaso si no se sabe a ciencia cierta a qué colectivo (poblacién)
representan los datos analizados. Dada una muestra de datos, no siempre es fécil deducir cudl es la
poblacién de la que proceden. Por ejemplo, si analizamos el gasto en teléfono mévil de 30 alumnos de
primer curso del grupo de tarde de la titulacién de Ingenieria Informatica de la Universidad Carlos
III de Madrid, en el campus de Leganés ja qué colectivo podemos extender dichas conclusiones?
LA todos los estudiantes universitarios? ;A los de la Carlos III? ;A los jévenes espanoles? ;A los
jovenes de clase media?; A los estudiantes de turno de tarde? ;A todos los estudiantes del campus
de Leganés?. La respuesta no es sencilla. Es mucho més efectivo pensar primero en qué poblacién
estamos interesados y pensar después en algin procedimiento que nos permita obtener una muestra
representativa.

EerCiCiOs 2 ...

1. A continuacién, se presentan unas variables y un conjunto de datos de cada una. Decir qué
conjunto de datos son una muestra y cudles toda la poblacién. En el caso de muestras, decir
c6mo se obtendria toda la poblacién.

a) Variable: consumo de energia de un hogar espaiiol el pasado domingo. Datos: consumo
de todos los hogares de municipios de més de 100.000 habitantes.

b) Variable: tiempo de ejecucién de un programa en un ordenador PIV a 3.06 GHz. Datos:
tiempos de ejecutar el programa 150 veces.

¢) Variable: longitud de una pieza metélica producida por la médquina MI1. Datos: las
longitudes de todas las piezas producidas hasta el momento actual.

d) Variable: habitantes de un municipio espafiol. Datos: censo de poblacién.
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e) Variable: tiempo de atencién a un cliente que acude a un puesto de servicio. Datos:
tiempo de atencién a todos los clientes que acudieron ayer.

2. Un analista desea estudiar el tiempo de acceso de un conjunto de ordenadores a una red
local. Para hacer el andlisis necesita tomar datos del tiempo que se ha tardado en acceder a
dicha red. Los datos los toma accediendo a la red desde el ordenador de su mesa entre las
21:00 y las 21:15 horas de un viernes por la tarde, tomando un total de 25 datos (tiempos
de acceso). A continuacion, utilizando esos datos elabora un informe sobre dicha red. ;Qué
comentarios te sugiere esa forma de analizar la variable?

Clasificacién de los datos segun el procedimiento de obtencién

Otra forma de clasificar los datos es segin el procedimiento de obtencién de los mismos. Los
datos para el andlisis pueden recogerse de muchas maneras, pero fundamentalmente se pueden
establecer dos tipos de datos segin su forma de obtencién: datos observacionales y datos experi-
mentales. En un problema de analisis de datos concreto habra datos de ambos tipos.

= Datos observacionales: Son los datos que se recogen de forma pasiva. Simplemente ob-
servamos un proceso o a un conjunto de individuos y medimos el valor de la variable. Por
ejemplo, podemos estar interesados en el tiempo que tarda en ejecutarse un programa. Tras
ejecutar 50 veces dicho programa en un ordenador medimos los respectivos 50 tiempos de
ejecucién. Esos 50 datos son observacionales. Las principales caracteristicas de los datos ob-
servacionales son:

El investigador no ejerce ningiin control sobre dicha variable.

2. Los valores que toman la variable son conocidos por el analista después de haber selec-
cionado a los individuos a analizar, es informacién ’a posteriori’. El analista no puede
determinar el valor de la variable. A lo sumo puede hacer una seleccién de aquellos
datos que correspondan a determinados individuos con vistas a especializar su estudio.

= Datos experimentales: Son aquellos cuyo valor los fija el investigador. Por ejemplo, el
analista puede estar interesado en el tiempo de ejecucién de un programa en el ordenador A
y en el ordenador B. En cada ordenador ejecuta el programa 50 veces. El tiempo de ejecuciéon
es un dato observacional, pero el ordenador en que se realiza, A o B, es un dato experimental,
pues lo decide el analista.

A la variable cuyo valor es el objetivo del experimento se le suele denominar variable re-
spuesta, pues su valor puede interpretarse como la respuesta a la influencia de cierto conjunto
de variables. A estas otras variables cuya influencia puede determinar el valor de la variable re-
spuesta se les suele denominar factores. Los valores que finalmente tome la variable respuesta
seran entonces datos observacionales. El investigador manipula deliberadamente algunos
factores con el fin de poder establecer una relacién de causalidad entre los factores
y la variable respuesta. El analista fija el valor que tomardan dichos factores, y por tanto esos
valores serdn datos experimentales.

Ejemplo 1 Supongamos que un analista quiere saber la influencia de la temperatura de una CPU
en su velocidad. Para ello ejecuta una serie de programas y contabiliza su tiempo de ejecucion.
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Repite dicha tarea 30 wveces, 10 en cada una de las temperaturas Ty, Ts, y T3. Al final de estos
experimentos, el analista tendrd una tabla de datos similar a la siguiente:

Experimento  Temperatura  Tiempo (msg)

7 T,

2 T 23
11 T 42
12 T 39
30 Ts 54

Se tienen ast dos variables cuantitativas continuas: temperatura y tiempo. La temperatura es un
factor, y sus valores son datos experimentales, pues los valores de la temperatura los decide el
analista. El tiempo es la variable respuesta, y sus valores son datos observacionales que ha tenido
que cronometrar el analista de alguna forma. Puede verse en la tabla anterior que aun manteniendo
la temperatura constante, hay variabilidad en los tiempos de ejecucion. Esa variabilidad indica que
habrd mds factores aparte de la temperatura que determinen el tiempo de ejecucion.

La principal ventaja de utilizar datos experimentales es que es més fécil establecer relaciones de
causalidad entre los factores y la variable respuesta, pues el analista puede observar la evolucién de
los resultados a medida que va manipulando los factores. La capacidad de poder elegir los valores
de las variables que interesen hace que se necesiten menos datos para sacar conclusiones que si se
usasen datos observacionales. Hay por tanto una clara ventaja econémica en este tipo de datos. La
necesidad de economizar a la hora de recoger datos es muy importante en ingenieria, pues los
costes de manipular procesos industriales o realizar ensayos pueden ser muy elevados.

Otra ventaja de los datos experimenales es que permiten provocar situaciones de interés que
dificilmente puedan observarse en la realidad o que se precise de demasiado tiempo de observacion.
A veces, un experimento con factores serd la unica forma de obtener informacién, como sucede en
el diseno de nuevos productos o modificaciones en el diseno de productos existentes. Otras veces,
como ocurre en economia o sociologia, la tinica fuente de informacién serdn datos observacionales.

Por ejemplo, si medimos el tiempo que tarda en ejecutarse 50 veces un programa en un orde-
nador y lo comparamos con otras 50 ejecuciones del mismo programa en otro ordenador, tendremos
que:

= El tiempo de ejecucién es la variable respuesta, y sus valores serdn datos cuantitativos y
continuos.

» Los 100 valores de tiempo de ejecucién (50 por cada ordenador) serén datos observa-
cionales. Ademds seran una muestra de los infinitos valores que se podrian haber obtenido
si se hubiese ejecutado ese programa indefinidamente, lo que en la préctica seria imposible.

= Kl tipo de ordenador es un factor que puede afectar a la variable respuesta y que tiene dos
valores: ordenador A y ordenador B. La variable ’tipo de ordenador’ tendrd 50 valores A y
otros 50 valores B. Son datos elegidos por el analista y por tanto son datos experimentales,
ademds de cualitativos.

= Habremos realizado dos experimentos. Un experimento serd cronometrar el tiempo de ejeci-
cién de un programa en el ordenador A, y el otro experimento serd cronometrar el tiempo de
ejecucion en el ordenador B. Cada experimento se ha repetido 50 veces.
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El resultado del anélisis estadistico de los datos con las técnicas que se verdn en esta asignatura
permitird extraer conclusiones sobre la poblacién, es decir, sobre las posibles ejecuciones del pro-
grama que puedan realizarse en el futuro. Dichas conclusiones pueden calificarse como un ejercicio
de induccién o inferencia sobre la poblacién general a partir de los resultados particulares de la
muestra.

A todo el proceso de obtencién de datos entre los que suele haber datos experimentales se le
suele denominar coloquialmente experimento, lo que puede provocar confusién con la definicién de
experimento expuesta anteriormente, pues estarfamos diciendo que un experimento estd compuesto
por experimentos. En general, el contexto en que se utilicen evitardn la confusiéon. Cuando exista
ambigiiedad, se denominard conjunto de experimentos al conjunto de todos ellos y experi-
mento elemental a cada uno experimentos propiamente dichos.

EJercicios 8 . ...
1. Haz un esquema del contenido de esta seccién mediante un diagrama de drbol
2. ;Puede un dato ser cualitativo y experimental al mismo tiempo? Propén dos ejemplos
3. jPuede un dato ser experimental y observacional?
4. ;Puede un conjunto de datos ser muestrales y cualitativos?
5

Supongamos que tenemos presupuesto para tomar 200 datos y con ellos queremos saber si
acudir a una academia de cédlculo aumenta las probabilidades de aprobar. Disena un ex-
perimento (conjunto de experimentos elementales) para hacer dicha comparacién y clasifica
cada tipo de dato segun los criterios de esta seccién. No olvides especificar a qué poblacién
extenderds los resultados.

1.3. Descripcion de datos mediante tablas

1.3.1. Tablas de frecuencias univariantes

La primera tarea, antes de entrar en andlisis estadisticos mds complejos, es tener una idea
general de como son esos datos: distribucién, valores medios, medidas de dispersién, deteccién de
valores excesivamente altos o bajos; asi como alguna representaciéon grafica que nos de una idea
del conjunto. El objetivo es resumir para poder ver cudles son los patrones mds importantes que
guien posteriores anglisis. Una primera forma de resumir la informacién es mediante una tabla que
nos diga qué valores diferentes hemos observado en nuestra variable de interés y cuantos datos hay
de cada valor. Esta tabla recibe el nombre de tabla de distribucién de frecuencias o tabla
de frecuencias. Una tabla de frecuencias para una variable es una tabla en la que se contabiliza
para cada valor distinto observado la frecuencia observada (absoluta o relativa) de individuos que
toman dicho valor.

Ejemplo 2 La tabla que se muestra a continuacion corresponde al miumero de cilindros de una
muestra de 155 automdviles (fichero cardata.sf, contenido dentro de la base de datos de Stat-
graphics). La variable de interés es el nimero de cilindros, que es cuantitativa discreta. La tabla
que se muestra es la que proporciona el programa Statgraphics.
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Belative Cumulatiwve Cum. Rel.

Cla=ss Talue Fregquency Fregquency Fregquency Frequency
1 3 1 0,0065 1 0,0065

-4 4 104 0,&8710 105 0,677

3 £ 3 0,01%4 108 0,8368

4 & 20 0,133E 138 0,8303

£ -] 17 0,1037 1E5E 1,0000

Tabla de frecuencias del niimero de cilindros

La tabla puede contener tanto la frecuencia absoluta como la frecuencia relativa, que se calcula
simplemente dividiendo la frecuencia absoluta entre el nimero total de observaciones. De la tabla
anterior es ficil obtener conclusiones que seria dificil obtener de la inspeccién cruda de los 155
datos. Puede verse que la mayorfa de los coches tienen 4 cilindros. Puede verse también que los
coches con un nimero impar de cilindros son realmente minoritarios. Por otra parte, el niimero
de coches con seis u ocho cilindros son casi el 30 % de los automéviles, lo que forma una cantidad
nada despreciable.

Ejemplo 3 La tabla siguiente corresponde al mes de nacimiento de un conjunto de 95 estudiantes
de primer curso de ingenieria industrial (fichero alummnosindustriales.sf3). En la tabla puede
verse que los meses mds frecuentes son, curiosamente, enero y junio.

Relatiwve

Class Talue Frequency Frecquency
1 Enero 1k o,l572
z Febraro E 0,05E8
2 Marzo 10 0,10E5Z
4 Abril 3 0,0247
5 Mavo 10 o,10583
& Junio 1z 0,1ze2
7 Julio 3 0,0247
2 Agosto 7 o,0737
) Septiembre & 0,063z

10 Octubre 1 0,0108
11 Moviembre 2 0,0z2le
1z Diciembre 7 0,0737

Mes de nacimiento de 95 estudiantes de primer curso de Ingenierfa Industrial

La tabla anterior, en la que aparecen todos los valores diferentes y su frecuencia, pierde su
utilidad si la variable es cuantitativa con muchos valores diferentes. En ese caso la tabla seria
muy extensa y las frecuencias de cada valor serfan siempre muy pequenas. La tabla serfa poco
informativa y perderia su valor como instrumento para resumir los datos. Este problema surge
tanto con variables continuas como con variables discretas que tengan muchos valores diferentes.
En estos casos, se puede construir una tabla agrupando el rango de valores en intervalos, también
llamados clases. En general, el rango de valores se divide en intervalos de la misma longitud.

Ejemplo 4 A continuacion se muestra la tabla de la variable precio (en délares) de los 155 coches
utilizados en los ejemplos anteriores (fichero cardata.sf)
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Lower Uppar Relatiwve Cumulative Cum. Rel.

Class Limit Limit Midpoint Frequency Fregquency Fregquency Frequency
at or helow 0,0 0 0,0000 0 0,0000

1 0,0 Z000,0 1000,0 1 0,0065 1 0,0065

z Z000,0 4000,0 3000,0 70 0,4516 71 0,4581

3 4000,0 5000,0 5000,0 &0 0,3871 131 0,8452

4 &000,0 5000,0 7000,0 14 0,0903 145 0,9355

5 2000,0  10000,0 2000,0 ] 0,0E16 153 0,9871

-3 1o000,0 1z000,0 11000,0 0 0,0000 1E2 0,3871

7 1z000,0 14000,0 13000,0 [u] 0,0000 153 0,2871

2 14000,0 le000,0 15000,0 Z 0,013 155 1,0000

a le00o,0 12000,0 17000,0 0 0,0000 1EE 1,0000
above 13000,0 [u] 0,0000 155 1,0000

Tabla de frecuencias del precio de los coches

En esta tabla es muy fécil sacar conclusiones. Puede verse que alrededor del 80 % de los coches

tienen un precio entre 2000 y 6000 délares, y que coches més baratos es casi imposible encontrar.
El nimero de clases se ha de decidir en funcién del tamano muestral. Demasiadas clases restaria
capacidad de sintesis a la tabla, y demasiado pocas ocultaria detalles de los datos que pueden ser
importantes. En general, se suele tomar un nimero de clases alrededor del valor v/n, donde n es el
nimero de datos.

EJercicios 4 ...

1.
2.

;,Cudl es la utilidad principal de hacer una tabla de frecuencias?

;,Coémo harias una tabla de frecuencias para la variable: tiempo acceso a un servidor, de la
que se tienen 3000 observaciones comprendida en el rango de valores [0,135] segundos?

., Coémo harias una tabla de frecuencias para la variable: modelo de vehiculo de los conduc-
tores de Valladolid, cuando se dispone de 100.000 observaciones y un total de 150 modelos
diferentes?

El fichero TiempoaccesoWeb.sf3 tiene dos variables que miden el tiempo (en segundos) que
tardé un ordenador en conectarse a internet desde que se pulsé el icono correspondiente hasta
que se abri6 la pdgina de inicio. Las dos variables son Ordenador casay Ordenador uni
que contienen los tiempos de acceso utilizando un ordenador en un domicilio particular y uno
de la Carlos ITI. Cada variable tiene 55 observaciones tomadas de forma consecutiva. Se pide

a) Construye una tabla de frecuencias de cada variable
b) ;Qué porcentaje de las veces se accede desde casa a la Web en menos de 6 segundos?

¢) Y desde la universidad?

1.3.2. Tablas de frecuencias bivariantes. Distribucién marginal y condi-

cionada

Si se tiene m&ds de una variable de cada individuo, puede realizarse igualmente la tabla de

frecuencias conjunta. Por ejemplo, con dos variables se tendrd una tabla de doble entrada



12 Estadistica descriptiva

donde cada dimensién corresponderd a una variable y cada celda de la tabla tendra el ndimero de
individuos que tengan los correspondientes valores segun la fila y columna en que se encuentre.
Dicho valor recibe el nombre de frecuencia conjunta (absoluta o relativa)

Ejemplo 5 La tabla siguiente muestra la tabla de distribucion de frecuencias conjunta para
las variables: numero de cilindros y ano de fabricacion de los 155 coches del fichero cardata.sf
anterior.

Rowr

7e 7a 20 21 2E Total

8 . o o v o1 o1 .
4 o wa e s 1 e 1 26 1 104
; . T T v o1 o1 8
6 o o s T o s 20
8 o s w1 o o o1 17
Colwan e s s " s 155

Tabla de distribucién conjunta del nimero de cilindros (filas) y ano de fabricacién (columnas)

En esta tabla puede verse, por ejemplo, que hay 25 coches que se han fabricado en el afo 81 y que
ademsds tienen 4 cilindros. En los mérgenes de la tabla aparecen también los totales for filas y por
columnas, que son precisamente las frecuencias de cada variable por separado. A esta distribucién
de frecuencias univariante que aparece en las tablas multivariantes se les denomina distribuciones
marginales, por estar situados en los mérgenes. Las distribuciones marginales son por tanto las
distribuciones univariantes. Cada una de las filas o columnas por separado nos mostrard la dis-
tribucién de frecuencias de una variable cuando la otra variable toma un valor determinado. A
esta distribucién de frecuencias, que es también univariante, se le denomina distribucién condi-
cionada. Por ejemplo, los valores de la primera columna de la tabla es la distribucién del nimero
de cilindros condicionada a que los coches son del ano 78.

Las tablas de frecuencias multivariantes también pueden contener frecuencias relativas. En este
caso es importante distinguir si el interés estd en la frecuencia relativa conjunta o condicionada.
La tabla siguiente muestra la tabla de distribucién de frecuencias relativa conjunta, donde en cada
celda se encuentra el porcentaje que representan los elementos de dicha celda respecto al total (155
coches).
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Rowr

7e 79 an a8l 8z Total

3 | [ [ 1] o o 1
| 0,00% | 0,00% | 0,65% | 0,00% | o,00% | 0,65%

4 | 17 | 1z | ZE | zz | zg8 | 104
| 10,97% | 7,745 | 16,13% | 14,19% | 12, 06% | 67,10%

5 | 11 11 1] o o 3
| 0,65% | 0,65% | 0,65% | 0,00% | o,00% | 1,94%

3 | 1z | 3| z 7 3 20
| 7,745 | 2,87% | 1,29% | 4,82% | 1,94% | 13, 35%

2 | 3| 10 | o 1] o 17
| 2,87% | 6,45% | 0,00% | 0,85% | 0,00% | 10,97%

Columr 26 z9 z9 20 21 1EE
Total 23,23% 18,71% 18,71% 19,35% zZ0,00% 100, 00%

Tabla de distribucién de frecuencias relativa bivariante.

Por ejemplo, los 25 coches que se fabricaron en el 80 y ademds tienen 4 cilindros suponen
el 100x(25/155) % = 16,13% del total de los coches. Si lo que se desea es la distribucién de
frecuencias relativas condicionada a la variable cilindros, los porcentajes se obtendran dividiendo
las frecuencias absolutas entre el total de la fila. Se tendrd la siguiente tabla:

Low

78 79 20 21 8z Total

3 | o o 11 o o 1
| o,00% | o,00% | l00,.00% | 0,00% | 0,00% | 100%

4 | 17 | 1z | ZE | zz | e | 104
| 1e,325% | 11, 54% | z4,04% | Z1,15% | 26 ,92% | 100%

3 | 1 1 11 o o 3
| 23,33% | 233,33% | 23,33% | 0,00% | o,00% | 100%

[ | 1z | | z 7 2 20
| 40,00% | z0,00% | 6,67% | Z23,33% | 1o0,00% | 100%

= | | 1o | o 1 o 17
| 2E,E9% | Bz, 22% | 0,00% | E.823% | o,00% | 100%

Column 36 z3 23 30 31 155

Total
Tabla de distribucién de frecuencias relativas condicionada al nimero de cilindros
En esta tabla puede verse, por ejemplo, que los 25 coches fabricados en el ano 80 y que tienen 4
cilindros son el 100x(25/104) % = 24,04 % de los coches de 4 cilindros.

EJercicios B ...

1. Un proceso productivo tiene dos lineas de produccién: linea A y linea B que funcionan de
forma totalmente independiente (distintas maquinas, distintos operarios, etc). Un analista
toma nota al final de cada linea del nimero de defectos que tienen los articulos que van
produciendo ambas lineas. Primero toma nota de 50 articulos de la linea A y después va a
la linea B y toma nota de 50 articulos de dicha linea. La tabla siguiente muestra un ejemplo
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de cémo son los datos:

Numero de defectos
Articulo Linea A Linea B

T 0 T
2 1 1
3 2 0
50 1 0

Cuando tiene 50 articulos inspeccionados por cada linea construye una tabla de frecuencias
bivariante, resultando la siguiente tabla:

Numero de defectos en los articalos de Ia Linea B

0 i 2 3 Total

-

11 z1 17
| 20,004 1 8,004 | 2,008 | 4,000 | 4,004

41 21 L 13
I 1z,00% | 8,000 | 4,008 | z,00m | 26,004

| il z1 L z 3
| §,008 | 4,008 | 2,008 | 4,008 | 18,008

41 31 41 ol 11
| 8,008 1 6,004 | 8,004 | 0.00% | 22,008

13 Bl £ 50
Toral 48,004 ZE,004 16,004 10,00% Lo, 00%

Namero de defectas en los articulos de la Linea A

gy

;, Qué opinién te merece la realizacién de esta tabla?

2.  En un aula con 25 chicos y 14 chicas se pregunta quién fuma, resultando la siguiente tabla

Fuma No fuma | total
Chico| 12 13 25
Chica 8 6 14
total | 20 19 39

a) ;Qué proporcién de estudiantes fuma?
b) ;Qué propocién de chicas no fuma?

¢) ¢ Qué proporcién de estudiantes son chicos y fumadores?;Qué son el resto de los alum-
nos?

d) ;Cudl es la distribucién marginal de frecuencias relativas del sexo de los alumnos?
e) ;Cudl es la distribucién marginal de frecuencias absolutas del sexo de los alumnos?

f)  iCuadl es la distribucién de frecuencias relativas de la variable sexo condicionada a que
son alumnos fumadores?

1.4. Descripciéon de datos mediante graficos

Sin duda, la forma maés rdpida y eficaz de resumir la informacién de un conjunto de datos
es mediante un gréfico. Al realizar cualquier anilisis estadistico, primero hay que visu-
alizar los datos mediante gréaficos, y posteriormente realizar una descripcién basada
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en valores numéricos. Si en esta seccién hemos presentado las tablas de frecuencias antes de
las representaciones graficas es sélo por motivos pedagégicos. Hay muchismoas formas de repre-
sentar graficamente la informacién contenida en un conjunto de datos. Aqui mostraremos sélo las
representaciones gréaficas mas habituales.

1.4.1. Diagrama de barras

Un diagrama de barras es la representacion gréfica de una tabla de frecuencias donde los datos
estdn sin agrupar. Consiste simplemente en dibujar un rectdngulo por cada valor de la variable,
de altura proporcional a la frecuencia. Es 1til para variables cualitativas o cuantitativas discretas,
pero con pocos valores diferentes. La Figura 7?7 muestra el grafico de barras del nimero de cilindros
de los 155 coches. Este grafico dibuja los valores de la tabla que se mostré mas arriba.

Numero de cilindros

120 5
100 f E
80 | ]
o0 [ ]
af E
of - |

3 4 5 i i

Frecuencia absoluta

Diagrama de barras del nimero de cilindros de 155 coches

1.4.2. Histograma y poligono de frecuencias

El histograma es una de las herramientas graficas mas ttiles para resumir un con-
junto de datos de una variable. Un histograma es la representacion gréfica de una tabla de
frecuencias donde los datos han sido agrupados por intervalos. Por ejemplo, el histograma corre-
spondiente a la tabla del precio (price) de los automéviles del fichero cardata mostrada anterior-
mente es

Histogram for price

SD T T T T T T ]
60 [

a0 L

frequency

20|

-
i} 9

12 15

18
price (e 1000

Precios de 155 coches (cardata.asf)
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donde cada rectdngulo corresponde con una clase, y la altura es proporcional a la frecuencia
relativa de dicha clase.
En un histograma hay que fijarse en las tendencias generales de los datos, como son:

= Concentraciones: por concentraciones nos referimos a aquellos rectdngulos en los que hay
mayor proporcién, aldededor de los cuales se agrupan otros rectangulos de frecuencia decre-
ciente. En el caso del histograma de precios existe una concentacién en torno al valor 3000
$. Si existe mas de una concentracién serd indicio de que los datos son heterogéneos y que
podrian proceder de més de una poblacién diferente.

= Huecos: que serfa indicio ain mayor de que los datos proceden de poblaciones diferentes.

= Valores atipicos, por ser demasiado altos o bajos. Un dato serd atipico si se separa mucho
del patrén general que siguen los datos.

» Asimetrias: que indican hacia dénde tienden a desplazarse los datos cuando nos alejamos
de las zonas de concentracién. Cuando la asimetria es tal que la cola de la distribucién de
los datos apunta hacia la derecha, hacia 400, diremos que hay asimetria positiva. Este
es el caso del historama de precios. Cuando la cola de la distribucién apunta hacia —oco la
asimetria se denomina negativa.

Es aconsejable hacer varios histogramas variando ligeramente el nimero de clases,
de esta forma estaremos mds seguros de que las caracteristicas que observamos (asimetrias, con-
centraciones) no se deben a una agrupacion casual de los datos.

En el caso de nuestro histograma de precios podemos decir que se trata de una distribucién con
una sola concentracién en torno a los 3000 $. Hay una asimetria positiva encontréndose un par de
observaciones demasiado altas en comparacion con el resto de los datos. Estos datos alejados no
deben calificarse de atipicos pues al haber una asimetria hacia valores altos es razonable que haya
algin valor méds distante en dicha direcciéon. Esos datos alejados no estéan fuera del patrén
general de la distribucién.

Ejemplo 6 FEl grifico siguiente muestra el histograma de las longitudes de 100 clavos del mismo
tipo (de una caja de clavos de un mismo tipo comprada en una ferreteria). Los datos se encuen-
tran en el fichero longitudclavos.sf8). Los clavos fueron medidos por dos personas que usaron
instrumentos de medida diferentes (cada persona usaba su propio calibre).

Histogram for Longitud
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Histograma de las longitudes de los clavos medidas por cada calibre
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Este histograma muestra que hay dos concentraciones, que sugieren que los clavos pueden proceder
de dos poblaciones distintas. Seria interesante comprobar si las dos concentraciones coinciden con
los clavos medidos por cada uno de los calibres. La figura siguiente, en la que se muestra el histogra-
ma de las mediciones realizadas con cada calibre, muestra que en efecto es el calibre utilizado el
que produce esas dos concentraciones y que es muy probable que los clavos sean realmente homogé-
neos. El calibre 2 parece que proporciona mediciones con mdas dispersion y de valores en promedio
superiores al calibre 1. Podria inferirse que el Calibre 2 es de peor calidad que el Calibre 1.

3

Calibre 1
27 F’ i i ! i i 7
" i

frequency

13 B B

1L , , ‘ , , E
M0 44 343 352 356 360 364

Calibre 2

Mediciones de 50 clavos similares usando el calibre 1 y otros 50 usando el calibre 2

Ejemplo 7 La Figura 1.2 muestra el histograma de los valores de velocidad de viento (m/s) reg-
istrados en un parque edlico durante varios meses (fichero parqueeolicol.sf83). Cada dato es la
velocidad media registrada durante una hora, y se tienen 14000 datos. En el histograma (a) de
esta figura se muestra un histograma con sélo 12 clases, donde puede apreciarse una concentracion
alrededor der los 7 m/s, y una asimetria positiva. Puede apreciarse una sequnda concentracion en
torno a los 3 m/s. Para ver en mds detalle esta posible seqgunda concentracion, y aprovechando
que se tienen muchos datos de esta variable, podemos ver el histograma (b) que estd realizado con
V14000 ~ 118 clases. En (b) puede verse realmente que hay una primera concentracion en torno
a los 2 m/s y una seqgunda en torno a los 7 m/s. Vemos también que la sequnda concentracion no
es muy acusada, siendo muy frecuente registrar valores mds altos que 7 m/s.

Ejemplo 8 FEl fichero defragmenta.sf3 contiene datos del tiempo que un ordenador tarda en
escribir un fichero de 300 Mb en su disco duro. Se hacen dos experimentos; uno en el que el disco
duro estd desfragmentado, y otro en el que el disco duro tiene una fragmentacion del 40 %. Cada
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Histopram for velocidad Histogram for velocidad
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Figura 1.2: Distribucién de las velocidades del viento registradas en un parque eélico

experimento se repite 79 veces. La figura siguiente muestra los dos histogramas.

Dizco fragmentado
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Tiempo que se tarda en escribir un fichero de 300 Mb en un disco duro fragmentado o desfragmentado.

Puede verse que el tiempo tiende a ser mayor cuando el disco estd fragmentado, aunque las
diferencias no parecen muy grandes. Parece que hay otros factores importantes que afectan a la
velocidad de escritura aparte del estado de fragmentacion del disco duro. Ambas distribuciones
tienen una zona de mayor concentracion y no son muy asimétricas. En ambas distibuciones puede
observarse un reducido grupo de datos alejados del resto, y que pueden considerarse atipicos. Esos
atipicos aparecen tanto con el disco desfragmentado como con el disco sin desfragmentar. Por tanto
no parecen que sean debidos a causas que no se vayan a volver a repetir.

Fl poligono de frecuencias consiste en una linea poligonal que resulta de unir los puntos cen-
trales de la parte superior de los histogramas. La siguiente figura muestra el poligono de frecuencias
del histograma de precios de los coches
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Histogram for price

50 __I T T T T T |__
40 3
LF) £ 3
= » 3
30 - —
= F ]
v b ]
a AF ]
g_' r h
10 -
= . . . . =

|

[l
[E)
o

E 1z L5
. (£ 1000)
price

Poligono de frecuencias del precio de 155 vehiculos

Dependiendo de cada conjunto de datos, el poligono de frecuencias nos puede ayudar mejor
que el histograma a hacernos una idea de cémo son los datos, sobre todo si tenemos un tamano
muestral grande.

1.4.3. Diagrama de tartas

Este diagrama se utiliza cuando hay pocos valores diferentes de la variable. Consta de un circulo
dividido en porciones. Las diferentes porciones en las que se divide el circulo son proporcionales
a la frecuencia de cada valor. A continuacién se muestra el diagrama de tarta para los datos del
nimero de cilindros de una muestra de 155 automdviles.

Piechart for cylinders
10.97%4- ___._—'.,.-'E)_‘_()SOID

cylinders
3
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Diagrama de tarta del nimero de cilindros de 155 coches

1.4.4. Series temporales

Es el dibujo de la evolucién temporal de una variable. El eje de abcisas es el tiempo y el eje
de ordenadas es el valor observado en cada instante. El grafico temporal permite visualizar la
tendencia de una variable. A continuacién se muestra el gréfico de la evolucién de la energia edlica
de los datos del Ejemplo 7 durante 200 horas, asi como la evolucién de las velocidades registradas
en esas horas. En estos dos gréficos puede verse cémo tanto la energia edlica como la velocidad
del ciento siguen evoluciones paralelas. Puede verse también cémo por debajo de cierto valor de
velocidad, la generacién de energfa ha sido nula. Esto ha ocurrido en el periodos comprendido
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entre las horas 70 a 100 y también entre las horas 160 y 180.

Time Senies Plot for Energla edlica
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1.4.5. Graficos de dispersién

Este grafico, también conocido como grafico bivariante o grafico XY representa la informacién
de dos variables para un conjunto de individuos. Para cada individuo se tienen dos datos: la
informacion de la variable x y la de la variable y. En unos ejes de ordenadas se representa cada
punto colocando en el eje z el valor de la primera variable y en el y el de la segunda. Se tendran
tantos puntos como tamano de la muestra.

Ejemplo 9 FEl siguiente grifico muestra la informacidn de una muestra de 40 vehiculos. Para cada
vehiculo se tiene la potencia del motor (eje x) y la velocidad mdzima (eje y). El grifico de estos
40 puntos, uno por vehiculo, revela que a mayor potencia mayor velocidad mdzxima, siendo esta
relacion lineal (la nube de puntos se extiene a lo largo de una linea recta imaginaria)

Plot of velocidad vs potencia
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Grifico de dispersion para la velocidad y la potencia de un conjunto de coches

Ejemplo 10 La siguiente figura muestra el grifico de dispersion de la energia generada en un
parque edlico y la velocidad del viento (fichero parqueeolicol.sf3). Cada punto tiene dos valores:
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la energia producida en una hora y la velocidad registrada del viento en dicha hora. El eje X
representa la velocidad (m/s) media registrada en una hora, mientras que el eje Y representa la
energia (kwh) generada en ese tiempo. Puede verse en la figura que hay una clara relacion entre la
velocidad del viento y la energia, pero en este caso dicha relacion es no lineal. A velocidades bajas,
la produccion energética es casi nula. A partir de cierta velocidad minima, la energia aumenta
de forma creciente. A partir de cierta velocidad maxima, la energia generada en una hora apenas
varia y se mantiene proxima a cierto nivel mdzimo, que es la capacidad mdzima de la instalaccion.

x10* Energia horaria generada

25

5 10 15
Velocidad horaria media del viento (m/s)

Potencia horaria media generada en un parque eélico en funcién de la velocidad del viento

1.5. Medidas caracteristicas de un conjunto de datos

En esta seccién continuamos con nuestro propésito de buscar formas de resumir la informa-
cién de un conjunto de datos, con el objetivo de poder ver sus caracteristicas més relevantes.
Ahora bucamos medidas que mediante un solo nimero se resuma alguna caracteristica importante
de los datos, a las que llamaremos medidas caracteristicas. Resumir toda la informacién de nuestra
muestra en un solo nimero puede ser muy arriesgado, por lo que el uso de estas medidas caracteris-
ticas ha de hacerse siempre acompanando a herramientas graficas, como las expuestas en
la seccién anterior. Dividiremos las medidas caracteristicas en medidas de centralizacién y medidas
de dispersion.

1.5.1. Medidas de centralizacion

Las medidas de centralizacién que se exponen en esta subseccién tienen como objetivo indicar
el valor alrededor del cual tienden a situarse los datos. Estas medidas nos dardn una idea de la
magnitud de la variable. Alrededor de este valor indicado por la medida de centralizacién, los
datos pueden estar dispersos de multiples formas. Sobre medidas caracteristicas relacionadas con
la dispersién tratara la siguiente subseccién. Existen muchas medidas de centralizacién. Veremos
las mds importantes.

Media aritmética

En general, usaremos letras maytsculas para denotar a las variables, y letras mindsculas para
hacer referencia a valores observados genéricos de la variable (es decir, para los datos). Sea X la
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variable de interés y sean x1,xo,...,x, las n observaciones que se poseen de dicha variable. La
media aritmética, o simplemente media, es

i1 i (1.1)

n

xr =

En el caso en que la variable sea discreta y existan valores repetidos, la media puede calcu-
larse sumando cada valor observado por su frecuencia relativa de apariciéon. Si denotamos por
1, T2, ...,y a cada uno de los valores distintos de la variable X y n1,no, ..., n; el nimero de veces
que hemos observado cada uno de estos valores tendremos que la frecuencia relativa de aparicién
de cada uno es f.(z;) =n;/n,j=1,...,J, conn =Y n;. Entonces la media puede calcularse como

J
z=) z;fr(z))- (1.2)
j=1

Ejemplo 11 Utilizando los datos del nimero de cilindros de los 55 coches del fichero cardata.sf,
mostrados en el Ejemplo 2 podemos calcular el nimero medio de cilindros de un coche. Como hay
muchos coches con el mismo nimero de cilindros, lo mds comodo es utilizar la expresion (1.2) a
los datos de la tabla incluida en el Ejemplo 2. Se tiene entonces que

z = 3x0,0065+4x0,6710+5 x0,0194+ 6 x 0,1935 + 8 x 0,1097
4,84 cilindros

EJercicios 6 ............. i

1. Sea el siguiente conjunto de datos de la variable z, x = {2,2,2,4,4,4,5,5}. Calcula la media
aritmética usando tanto la expesién (1.1) como (1.2) y comprueba que se obtiene el mismo
resultado.

2. Se tienen n articulos manufacturados, de los cuales d son defectuosos y n — d son aceptables.
Asignamos a cada articulo una variable z que toma valor 1 si el articulo es aceptable y 0 si
es defectuoso. Demuestra que Z es la proporcion de articulos aceptables.

3. Un ordenador recibe datos de una variable de forma secuencial. Cada vez que recibe un dato,
calcula la media aritmética de todos los datos recibidos hasta ese momento. Esta forma de
operar puede ser poco eficiente cuando el nimero de observaciones sea ya muy elevado, pues
tendrd que almacenar todos los datos y luego sumarlos. Con el fin de simplificar el célculo
se propone calcular la media haciendo el minimo nimero de operaciones posible y con unos
requerimientos de memoria minimos. Llamemos %, a la media de n observaciones y Z,_1 a
la media con sélo n — 1 observaciones. Demuestra que T se puede calcular de forma recursiva
como

Tp =Tp—1 + E (zn - jn—l) , (13)

y por tanto no hace falta almacenar todos los datos, sino sélo Z,,_1 y n. El nimero de
operaciones es también mucho menor que un célculo que no sea recursivo.

La media puede interpretarse como el centro de gravedad de los datos. Si imaginamos que un
histograma fuese un objeto con masa, la media artitmética estard localizada en aquel punto del eje
X que dejase al histograma en equilibrio. La Figura 1.3 ilustra esta idea de media como centro de
gravedad de una distribucién.
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Figura 1.3: Localizacién de la media aritmética como centro de gravedad de la distribucién

Esta interpretacién sirve para entender mejor el comportamiento de la media. Por ejemplo,
si la media es el centro de gravedad de los datos, es fécil entender que en un conjunto de datos
que tengan un histograma simétrico con los datos concentrados alrededor de un eje de simetria, la
media se encuentre justo en el centro de dicho histograma, bajo el intervalo de mayor frecuencia
(ver Figura 1.4). Por el contrario, si la distribucién es asimétrica, el centro de gravedad se verd
desplazado respecto a la clase mas frecuente en la direccién donde esté la cola de dicha distribucion,

tal y como ilustra la Figura 1.4.

Distribucion asimétrica negali\'a Distribucion simétrica S8 5 S 50
Distribucion asimétrica pOSIII\'a
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Figura 1.4: Localizacién de la media aritmética segin la asimetria de la distribucién

Un problema que presenta la media, y que estd relacionada con la propiedad anterior, es su
sensibilidad a observaciones que tengan un valor elevado (en valor absoluto), pues en ese
caso la media se desplazard enormemente hacia dicho valor, perdiéndose su capacidad de servir como
medida resumen del orden de magnitud de los datos. Esta sensibilidad ante variables atipicas
la tienen todas las medidas caracteristicas basadas en sumas, pues un término muy
grande en relacién a los demds dominari la suma total. En presencia de datos atipcos,
por tanto, la media aritmética es una medida de centralizacién poco interesante. Debido a este
problema, es necesario el uso de otras medidas de centralizacién que no utilicen sumas.



24 Estadistica descriptiva

Mediana

La mediana es una medida de centralizacién que no estd basada en sumas sino en el orden de
las variables. La mediana de un conjunto de datos es el valor x,, tal que hay el mismo nimero de
valores por encima y por debajo de él. Para calcular la mediana se ordenardn los datos de menor a
mayor. Si el tamano de la muestra es par, la mediana serd el dato que ocupe la posicién central. Si
el niimero de datos es impar, la mediana serd la media de los dos valores que estdn en en el centro.
Veamos un ejemplo.

Ejemplo 12 Sea X la variable de la que se observan los valores, ordenados de menor a mayor,
{3, 5, 6, 9, 12, 24, 27, 31, 33, 34}. (1.4)

Se tienen 10 observaciones. Al ser un nimero par de valores la mediana serd:

12424

m 18,
. 2

mientras que la media es

f:3+5+61;)|-"‘+34:1874

La mediana, al contrario que la media, no es sensible a que alguna observacién tenga un valor
atipico. Por ejemplo, si el valor més alto fuese 340 en lugar de 34 se tendria que la mediana seguiria
manteniendo su valor, sin embargo la media aumentarfa a

34546+ --+340

49.
10 )

T =

En estadistica, a la propiedad de ser insensible ante observaciones atipicas se le denomina
robustez. Se dice entonces que la mediana es una medida robusta. De la misma manera que
la mediana es menos sensible que la media a valores atipicos, también serd menos sensible que
la media a asimetrias. Por esa razén, en distribuciones asimétricas, la media estd mds desplazada
hacia la cola de la distribucién que la mediana.

Moda

La moda es el valor més frecuente. Por ejemplo, con la variable nimero de cilindros de los
vehiculos la moda son 4 cilindros. En el caso de variables continuas o discretas pero con muchos
valores diferentes, la moda es de escasa utilidad, pues es posible que no exista ningin valor repetido.
En estos casos se toma como valor para la moda, o intervalo modal, el intervalo de mayor
frecuencia (o también el del punto medio de dicho intervalo. Por ejemplo, en el caso de la variable
precio del vehiculo mostrada anteriormente, el intervalo modal es el de los 2000 a 4000 délares,
cuyo punto medio es 3000. También es frecuente usar el término moda a cualquiera de los méximos
relativos de un histograma. Si el histograma presenta una sola concentracién diremos que se trata
de una distribucién unimodal, como en el caso de los precios de los vehiculos. Si el histograma
presenta dos concentraciones, como sucede en el histograma de las longitudes de los clavos, se dice
que la distribucién es bimodal, con una moda en torno a los 346 mmm y otra en torno a 352 mm.
la Figura 1.5 muestra varios histogramas con diferente nimero de intervalos modales.



1.5 Medidas caracteristicas de un conjunto de datos 25

Histogram for weight

wE 4
, N

1600 2100 2600 3100 3600 4100 4600
weight

Trimodal

frequency

Longitudes de todos los clavos

(X
=
T

|

%]
=]
T

0 G4 348 352 356 80

34 Sad

o

frequency
T T

.
T

o

Longitudes
Bimodal

Longitudes con calibre 1

la T

12
! I I. _-
343 348 349 352 as

340 5

frequency
T

Longitudes
Unimodal

Figura 1.5: Ejemplo de distribuciones de datos continuos con uno o més intervalos modales.

1.5.2. Medidas de dispersién

En esta seccién se introducen medidas que resumen la dispersién de los datos alrededor de las
medidas caracteristicas

Varianza

Sea X la variable de interés, de la que se tienen las observaciones x1, s, ..., Z,. La varianza s2

_\2
2 _ Z?:l (z; — T)
SET T

que mide la dispersién alrededor del centro de gravedad T mediante el promedio de las desviaciones
cuadréticas. El motivo de usar desviaciones cuadrdticas estd en que lo que nos interesa es la
dispersién de cada dato alrededor de la media, independientemente de que sea por exceso o por

es
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defecto. El signo de z; — & no es relevante. Otra opcién seria trabajar con desviaciones absolutas.
A esta medida de dispersién se le suele denominad MAD (mean absolute deviations) y es

n

El trabajar con valores absolutos es, en general, mds complicado que con funciones cuadréticas,
por lo que el uso de la varianza estd méds extendido. Las unidades de la varianza es la de la variable
z al cuadrado. Si queremos una medida de dispersién con las mismas unidades que = y que no
esté basada en valores absolutos, usaremos la desviacién tipica, s,, que no es mas que la raiz
cuadrada de la varianza, es decir,

La figura siguente muestra los histogramas de dos conjuntos de datos con misma media (cero) pero
distinta varianza. La variable 1 tiene varianza 0.6, mientras que la variable 2 tiene varianza 1.2 y
por eso estd mds dispersa. Al estar mds dispersa, los rectdngulos del histograma, que expresan la
frecuencia relativa, serdn mas bajos.

Variable 1

frequency

22 12 02 08 1.8 28
Variable 2

Ejemplo 13 En el Ejemplo 6 se presentaron los datos del fichero longitudclavos.sf, en el que se
presentaban las mediciones de 100 clavos del mismo tipo; 50 medidos con el Calibre 1 y los otros
50 con el Calibre 2. En el Ejemplo 6 se mostraron los histogramas de ambos calibres, en los que
se apreciaba que el Calibre 2 tenia una mayor dispersion en sus mediciones, lo que le hace menos
preciso. La variabilidad en las mediciones de un calibre es un claro indicador de su calidad. Fsa
variabilidad se puede medir con la varianza. La varianza de los datos de ambos calibres es:

Varianza Calibre 1=7.25 mm 2

Varianza Calibre 2=21.47 mm 2

Como no hay ninguna razoén a priori para que las longitudes de los 50 clavos medidos con el Calibre
2 tengan mds varianza que los medidos con el Calibre 1, concluiremos que esa varianza es debido al
error de medicion que comete ese calibre. Se concluye asi que el Calibre 1 parece de mejor calidad
que el Calibre 2.
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Una medida alternativa de la varianza es la llamada cuasivarianza 32 que es igual que la
varianza solo que se divide por n — 1 en lugar de por n. Es decir, la cuasivarianza tiene la siguiente
expresion

_\2
22 Z?:l (zi — )

n—1

ST =

Analogamente, la cuasidesviacién tipica § es

La razén matemética por la que se usa con mucha frecuencia la cuasivarianza en lugar de la
varianza se verd en los préximos temas. La razén intuitiva es que los n términos del numerador
(x; — 7)? no son independientes, pues si conocemos la media y n — 1 datos, seremos capaces de
deducir el dato n-ésimo. Por tanto, en el numerador sélo hay n — 1 términos informativos.

El uso de la cuasivarianza es tan popular que muchos programas estadisticos (entre ellos el
Statgraphics) calculan la cuasivarianza y la cuasidesviacién tipica en lugar de la varianza y la
desviacién tipica respectivamente, y ademds lo denominan varianza y desviacién tipica.

La varianza y la desviacién tipica dependen de las unidades de la variable X. Para comparar
dispersiones de variables que tengan unidades distintas podemos emplear el llamado Coeficiente

de Variacién, que se define como

o S
el

cVv

y es adimensional (y sélo definida si Z # 0). En general se multiplica por 100 y asi expresa un
porcentaje. Por ejemplo, si queremos comparar la dispersién de las variables potencia y velocidad
del conjunto de coches que se representé grificamente més arriba tenemos:

CV de potencia = 28.4%

CV de velocidad 10.2%

por lo que concluimos que los datos de potencia estdn mas dispersos alrededor de su media que los
de la velocidad.

Meda

La varianza, asi como la desviacién tipica, presenta el mismo problema que la media Z en cuanto
a sensibilidad ante observaciones anémalas. La sensibilidad le viene por tres razones fundamentales:

1. Depende de la media muestral, que es sensible a valores atipicos

2. Contiene desviaciones al cuadrado, que hace que una desviacién (z; — ) muy grande se vea
muy amplificada

3. Es, a su vez, un promedio, por lo que se verd dominado por los términos mds grandes

Por esta razon se construye la Meda, que es una medida de dispersién robusta. la Meda es la
mediana de las desviaciones respecto a la mediana en valor absoluto. Sea x,, la mediana de un
conjunto de datos. Entonces

Meda=Mediana {|z1 — Zm]|, ..., |Tn — Zm|} .

Los pasos para calcular la Meda son entonces los siguientes
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1. Calculamos la mediana de los datos, y la denominaremos x,,

2. Calculamos, para cada dato x;, i = 1,2, ...,n, la diferencia respecto a esta mediana en valor
absoluto, es decir, |21 — Ty, .oy |Tn — T

3. Calculamos la mediana de estas desviaciones absolutas. Ese valor es entonces la Meda

Como puede verse, la Meda no tiene ninguno de los tres elementos anteriores que hacian a la
varianza sensible a atipicos.

Rango

También llamado recorrido. El rango es la amplitud de los datos, es decir
Rango= méx(z1, T2, ..., Tp) — min(x1, Ta, ..., Tp).

Por ejemplo, en el conjunto de datos (3,4,5,6,7,8) el rango es 8-3=5, y en el conjunto de datos
(-9,2,16,-2,5,7,6,-12,23) el rango es 23-(-12)=35.

Cuartiles

Los cuartiles son los valores que dividen un conjunto de datos ordenados de menor a mayor
en cuatro partes con igual (aproximadamente) nimero de datos. Los cuantiles son tres: Qi, Qa2 y
Q3; también llamados primer, segundo y tercer cuartil respectivamente. El méds popular es Qo, que
divide la muestra en dos partes de igual nimero de datos, y que es la mediana. Q; serd el valor
tal que el 25 % de los datos (ordenados de menor a mayor) son menores o iguales que él, y el 75 %
de los datos son mayores que él. El cuantil Q3 es el valor tal que el 75 % de los datos son menores
o iguales que él y el 25% de los datos es mayor que ¢l. A la diferencia Q3—Q; se le denomina
rango intercuartilico, y contiene al 50 % de los datos que estén mds cerca (en posicién) de la
mediana. En muchas ocasiones, especialmene con pocas observaciones, la eleccién de Q; y Qg3 es
ambigua y existen métodos distintos de cdlculo que pueden llevar a valores diferentes.
En cualquier caso, la idea bésica de todos los métodos es la misma y los resultados muy parecidos.
Vamos a ver un método de célculo y lo aplicaremos al conjunto de datos = = {1,3,5,7,9,10}.

El método més sencillo para calcular los cuartiles consiste en calcular primero Qs, y después
calcular Q1 y Q3 como las medianas de la mitad de los datos que queda a cada lado de Qo
(excluyendo dicho valor). Si aplicamos este criterio a los datos de arriba tenemos que Q2 = (5 +
7)/2 = 6. Este valor produce una divisién de los datos en dos grupos. A la izquierda de Qg quedan
{1,3,5}, siendo la mediana de este grupo de datos el nimero 3. Por tanto Q; = 3. Andlogamente,
a la derecha de Q2 quedan los datos {7,9,10}, siendo la mediana el nimero 9.Por tanto, Q3 = 9.

Veamos ahora el caso del cdlculo de cuartiles con un nimero impar de datos, y utilizando
el mismo método que en el parrafo anterior. Supongamos el conjunto de datos ordenados x =
{1,1,3,3,5,9,11,14,15}. La mediana serd el dato en la posicién central, es decir, Q2 = 5. A la
izquierda de Q2 quedan los valores {1,1,3,3}, siendo su mediana (143)/2=2, y por tanto Q; = 2.
A la derecha de Qs quedan los datos {9,11,14,15}, y al ser su mediana (11+14)/2=12.5, tenemos
que Q3 = 12,5.

Otro método muy popular para calcular cuartiles, que no necesariamente conduce al mismo
resultado que el anterior, es el siguiente: comenzamos localizando el segundo cuartil, que es el dato
que estd en la posiciéon m

1
m = Posicién de Q2:§(n +1).
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A esta posicién le llamaremos profundidad de la mediana. Si la profundidad es un nimero
entero, esa serd la posicién en la que se encuentre la mediana. Si no es un ntiimero entero, entonces
acabard en .5. Entonces la mediana serd la media de los nimeros que se encuentren en las posiciones
mds cercanas, anterior y posterior, a dicho valor. Por ejemplo, si la profundidad es 5.5, la mediana
serd la media de los valores situados en posicién 52 y 62, lo que coincide de nuevo con la definicién
tradicional. En nuestro ejemplo con z = {1,3,5,7,9,10} se tiene que

1
m=3(6+1)=35

y la mediana serd Qy =(5+7)/2=6. A partir de esta definicién de profundidad de la mediana
definiremos la profundidad del cuartil que sera ¢ siguiente

donde, como se definié antes [m] es la parte entera de la profundidad de la mediana. El primer
cuartil, Q serd el dato en posicién g (o la media de los datos adyaccentes si g no es entero), mientras
que el tercer cuartil, Qs, serd el dato en posicién (n+ 1) — ¢ (o la media de los adyaccentes si ¢ no
es entero). En nuestro ejemplo con z = {1,3,5,7,9,10} se tiene que [m] = 3 y por tanto

1
¢=5B+1)=2

Los cuartiles serdn entonces

Ql = 3)
Q3 = 9
A la distancia entre Q1 y Qs se le llama rango intercuartilico (RI):
RI=Q3 — Q.

El rango intercuartilico es el rango de valores entre los que se encuentra aproximadamente el 50 %
de los datos en posiciones centrales.

Percentil

Una medida similar al cuartil es el denominado percentil p. El percentil p de un conjunto
de datos es el valor tal que el p por ciento de los datos es menor o igual que él, y el (100-p) % de
los datos es superior a él. Esta definicién puede ser ambigua, pues puede que en nuestro conjunto
de datos no haya ningin valor que deje exactamente una proporcién p por debajo de él. En esos
casos se podrian proponer diversas formas de interpolar entre los valores més préximos al percentil
exacto, o simplemente tomar la obervacién més préxima al percentil. La forma ma&s habitual de
calcular percentiles es la siguiente:

1. Se ordenan los N datos de menor a mayor

2. El dato observado en posicién i-ésima serd el percentil

. — 0,5
percentil dato i-ésimo = 100 <ZT’> (1.5)
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3. Cualquier otro percentil se calcula interpolando linealmente entre los dos percentiles que
correspondan con datos observados.

Por ejemplo, para el conjunto de datos x = {1, 3,5,7,9,10} tendremos que el nimero 5, que es
el dato en posicién 3, es el percentil

100 (3 _60’5> = 41,67.

De la expresion (1.5) obtenemos que el percentil p estard en la posicién

i—05\ pN .
- 100 PY i o5
P ( N );3100 Y
. pN
=22 o5
"=T00 T

Por ejemplo, con los datos anteriores, el percentil 25 (@) estard en la posicién

25 x 6
i=——+05=2
100
que corresponde con el valor 3, tal y como se calculé més arriba.
En la préactica, medidas caracteristicas como los percentiles y cuartiles los calcularemos con

ayuda de una aplicacién estadistica.

1.5.3. Diagrama de caja o box-plot

Al conjunto de los tres cuartiles junto con el minimo y el méximo de los datos se le suele
denominar el resumen de las 5 cifras (minimo, Q, Q2, Q3, méximo). El diagrama de la caja,
o box-plot, es precisamente la representacién gréfica de resumen de las 5 cifras. Un ejemplo del
diagrama de caja usando los datos del precio de los automéviles puede verse en la siguiente figura

Box-and-Whisker Plot

}_._|m s

0 4 8 12 16
P (X 1000)
price
La construcién de este diagrama se hace de la siguiente manera. Sobre la recta real se coloca
una caja donde el extremo izquierdo corrresponde con Q; y el derecho con Qg. En el interior de la
caja se coloca otro segmento que corresponde con Qo, tal y como muestra la siguiente figura
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Caja de un diagrama de caja

Esta caja representa la localizacién del 50 % de los datos en posicién central. El ancho de la
base de esta caja es el rango intercuartilico o RI. Ademds de la caja, se marcan unas areas
que servirdn para distinguir aquellos valores que se alejan demasiado de la caja, es decir, que se
alejan mucho de este 50 % de datos que estéan en posicién central. Se marcan 2 zonas. La primera
se denomina barrera interior y se coloca a una distancia de 1.5XRI a cada lado de la caja. La
segunda barera se denomina barrera externa y se coloca a 3x RI de los extremos de la caja, tal y
como se muestra en la siguiente figura.

3L B, T,

1.5xR. 1. 1.5R 1.

Berrers externn Barrers imerna Barrera inlerna Barrera externa

X

01 [07]

Caja y barreras externa e interna

Una vez establecidas dichas barreras se marcan aquellas observaciones que caen mas alld de
dichas barreras, utilizando simbolos diferentes en cada zona. A los datos que caen en dichas zonas
se les etiquetard como atipicos. A los atipicos que estdn més alld de la barrera externa se les
anade el calificativo de atipicos extremos. A continuaciéon se dibujan unos segmentos que salen
de ambos lados de la caja hasta la observacién més alejada, pero que se encuentre dentro de las
barreras. Si no hubiese ningtin dato atipico, los segmentos llegarian hasta el valor minimo y el
maximo. En el box-plot construido anteriormente con los datos de los precios puede apreciarse que
hay 4 datos atipicos, dos de ellos extremos.

En un box-plot hay que fijarse principalmente en el rango intercuartilico, el rango descontando
atipicos, la asimetria y los atipicos. El box-plot de los precios muestra asimetria positiva, pues
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la distancia entre cuartiles aumenta de derecha a izquierda. Al haber asimetria positiva, este
caracter de atipicos debe interpretarse con cautela, pues si bien es cierto que se encuentran
en las zonas mds alld de las barreras, su presencia es compatible con la asimetria de la distribucién.
El que una observacién venga marcada y etiquetada como atipica en un box-plot es sélo una
convencion. Es el analista el que debe decidir si un dato es realmente atipico. Es frecuente anadir
la informacién de la posicién de la media muestral dentro de la caja. En el gréfico de los precios,
la media muestral estd indicada con el signo +.

Ejemplo 14 El siguiente boz-plot corresponde a los datos de las mediciones de los clavos realizadas
por dos personas que usaban calibres distintos y de las que se mostrd el histograma anteriormente
(longitudclavos.sf). Ahora mostramos el boxz-plot con las longitudes realizadas por cada persona.
Puede verse que ambas muestras son diferentes. El calibre 2 parece peor que el calibre 1 pues sus
mediciones tienen mas dispersion. Los valores medios y las medianas son también muy diferentes,
lo cual es también indicio de que ambos calibres tienen muy distinta calidad (los clavos proceden
de la misma caja y son seleccionados por cada persona al azar).

Box-and-Whisker Plot

Calibre 1 }————~ -————————————1

Calibre 2 — e

340 344 348 352 336 360
Longitudes de los clavos
Diagrama de caja de las longitudes de los clavos

B erciCios 7 ...

, Qué opinién te merece el siguiente box-plot?
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1.5.4. Otras medidas de forma

Medidas de asimetria
Definimos coeficiente de asimetria como
n —\3
CA _ Zi:l (xl B x)
ns3

Este coeficiente también recibe el nombre de coeficiente de asimetria de Fisher. Este coeficiente
toma los siguientes valores:

CA = 0; sila distribucion es perfectamente simétrica
CA > 0; sihay asimetria positiva
CA < 0; si hay asimetria negativa

Un coeficiente de asimeytria mayor que 1 en valor absoluto puede considerarse alto. Otra medida,
menos popular, de medir la asimetria es mediante la comparacién de la media con la mediana,
mediante el siguiente coeficiente llamado coeficiente de sesgo (CS):

oS — S(ifzm)’

S

que tiene la misma interpretaciéon que CA.
Ejemplo 15 El histograma siguiente muestra la distribucion de frecuencias relativas de la concen-
tracion de mondzido de carbono (CO) de los gases emitidos por 100 vehiculos. Esta concentracion

de CO se midid en una estacion ITV a 100 turismos consecutivos (fichero COitv.sf3). Puede apre-
ciarse en el histograma que la distribucion tiene una asimetria positiva muy acusada.

Histograma de nivel de CO

percentage

0 1 2 3 4
Nivel de CO

Concentracion de mondzido de carbono (CO) en los gases de escape de 100 vehiculos en una ITV.

El coeficiente de asimetria, CA, es CA = 1,46 que es un valor muy elevado.

Ejemplo 16 El fichero califselectividad.sf3 contiene las notas del expediente de bachillerato de
106 alumnos de un instituto de secundaria de Madrid que se presentaron a las pruebas de acceso
a la universidad. El fichero contiene también las notas que esos mismos alummnos obtuvieron en
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selectividad. La figura siguiente muestra los histogramas de ambos grupos de datos asi como un
conjunto de medidas caracteristicas calculadas con el Statgraphics..

SELECTIVIDAD
A prmmmmmmmm—————"wy Summary Statistics
o r ] SELECTIVIDAD BACHILLEEATO
]
£ 0 el
3 °r 7 Cownt 106 106
é_";)'\ rrarage 57076 6,045
= 1 Variance 2,14379 1,28597
Srandard deviation 1,46416 1,133%
A T Shemess -0, 264352 070793
01 2z 3 4 5 6 7 8 9 10
BACHILLERATO

Puede verse en los histogramas que la distribucion de notas de selectividad tiene una ligera asimetria
negativa, siendo el coeficiente de asimetria CA=-0.2643 (segun el Statgraphics), que es un val-
or pequeno. Sin embargo, las notas de bachillerato son asimétricas positivas, con unj coeficiente
CA=0.708, que no es pequenio. Viendo mds despacio los histogramas podemos encontar la expli-
cacion a esta diferente asimetria en ambas calificaciones. Las notas de selectividad tiene tanto
valores aprobados como suspensos. Sin embargo, las notas de bachillerato sélo son de alumnos
aprobados. Recuérdese que estos datos son de los alumnos que se presentaron a la prueba de selec-
tividad, por lo que serdn alumnos que han superado ya el bachillerato. Esto supone un truncamiento
de los valores posible del expediente de bachillerato. Ese truncamiento hace que la distribucion de
notas sea asimétrica positiva.

Medidas de apuntamiento

El apuntamiento o curtosis mide lo puntiaguda que es la distribucién. El coeficiente que mide

este apuntamiento es
n _\4
nst

Este coeficiente estard préximo a 3 si el histograma tiene una forma parecida a una campana
(mesocurtica), mayor que 3 si es mds puntiaguda que una campana (leptoctrtica), o menor que 3
si es menos puntiaguda que una campana (platicirtica). Es frecuente también expresar el coeficiente
de curtosis como C Ap — 3, con lo que valores positivos indicardn un fuerte apuntamiento y valores
negativos indican una distribucién més plana.

1.6. Transformaciones lineales y su efecto en las medidas
caracteristicas
Sea X la variable de interés de la que tenemos un conjunto de n datos, z1, ..., T,. Queremos

saber las consecuencias sobre las medidas caracteristicas de hacer una transformacién lineal de X,
es decir, queremos saber cémo serdn las medidas caracteristicas de Y = a + bX.
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Efecto en la media

Vamos a demostrar que la media sufre la misma transformacién lineal que las observaciones, es
decir § = a + bZT.

"o S (a+ b " a bY
gzl 2 @FbT) _ dia Z:w = a + b (1.7)

n n n

Efecto en la mediana

Como la mediana es el dato en la posicién central, y la transformacién lineal no cambia la
posicién relativa de las observaciones, se tiene que

Ym = @+ bxpy,.
y el mismo razonamiento es védlido para los cuartiles. Por tanto

Qi(y) = a+bQi(z)
Q3(y) = a+bQs(x)

Efecto en la moda

Al ser una transformacion lineal se tiene que el dato més repetido lo seguird siendo, solo que
dicho valor serd el dato transformado. Por tanto

Moda(y)=a + b x Moda(z).

Efecto en la varianza
Usando un desarrollo similar a (1.7) se tiene que

2 _ Z?:l (yi — §)2 _ Z?:l (a+bzi—a— bi)Q _ 2?21 b? (z; — E)Q — bg2

Y n n n r

S

y por tanto, para la desviacién tipica se tiene que
Sy = |b]sg.

Es importante ver que la constante a no afecta a estas medidas de dispersion. Este resultado es
intuitivo, pues a sélo es una traslacién de los datos, por lo que la dispersién de los datos alrededor
de la media no cambia.

Efecto en el rango y rango intercuartilico

Al ser ambos rangos diferencia de observaciones se tiene que de nuevo a no afecta. Es facil
deducir que, al no afectar la combinacién lineal a la posicién relativa de los datos,

Rango(y) = max(y;) — min(y;) = méx(a + bx;) — min(a + bz;)

a + bmax(z;) — a — bmin(z;) = bRango(x).
Qs(y) — Qi(y) = a +bQ3(x) — a = bQ1(z) = bRI(2)

RI(y)
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Ejemplo 17 Para la produccion de cierta aleaccion metdlica es muy importante tener controlada la
temperatura del horno donde se realiza la aleaccion. En el horno hay instalados varios termopares de
wolframio (los termopares de wolframio son unos termdmetros que permiten medir la temperatura
por encima de los 1000°C). En un instante dado, las mediciones de temperatura realizadas por los
termopares (x;,3 =1, ...,n) tienen las siguientes medidas caracteristicas:

T = 1651°C Mediana = 1652, 3°C
52 = 298,7°C* Q1 = 1638°C
Sg = 17,28°C Q)3 = 1663°C

Rango = 87,07°C

Si se sabe que la temperatura real es un 5 % superior a la que miden los termopares, indicar cudles
sertan las medidas caracteristicas de las temperaturas reales en grados Kelvin (¢ K=°C+273).

SOLUCION:

Llamemos T,, a la temperatura que mide el termopar, y T a la temperatura real en ° K. Entonces
T, = 1,057, + 273

lo que implica una transformacion lineal de la temperatura medida. Si llamamos y; a las temper-
aturas reales en grados Kelvin de cada termopar, se tiene que:

= a + bT = 273 4 1,05% = 2006, 5° K
= b%s2 = 1,05%s2 = 329°K?;
sy = |b|sy = 1,058, = 18,1°K;

<N Q)

S

La posicion relativa de los datos no cambia en una transformacion lineal, por tanto

RaTZQO = Ymix — Ymin = (1a05xméx + 273) - (1705$nlf11 + 273) = 1a05(xméx - $nn’n) = 9174OK
Mediana = 1,05Z 1, ediana + 273 = 2007,9°K; Q1 = 1992,9°K; Q3 = 2019,1°K.

1.7. Transformaciones no lineales que mejoran la simetria

En los préximos capitulos aprenderemos un conjunto de técnicas estadisticas muy ttiles para
sacar conclusiones de un conjunto de datos. Muchas de estas técnicas s6lo son aplicables cuando
los datos son unimodales y simétricos. Aunque esta restriccién pueda parecer muy fuerte, este tipo
de distribuciones es bastante frecuente en datos reales. También es muy frecuente que cuando no se
cumple ese patrén lo sea sélo porque los datos son asimétricos. La solucién en esos caso es aplicar
una transfornmacién no lineal que produzca simetria.

Transformacién de datos con asimetria positiva

Si un conjunto de datos presenta asimetria positiva se puede intentar transformarlo en otro
que sea més simétrico mediante transformaciones del tipo /z, log(z), 6 ¢ con ¢ < 1, por ejemplo
¢ = —1. Este tipo de transformaciones hacen que los nimeros mas grandes se reduzcan mucho,
mientras que los mds pequeios se reducirdn poco. Si por ejemplo tuviésemos los datos x :{10, 20,
200, 5000} y calculamos sus logaritmos (neperianos) tendriamos log(x) ={ 2.3, 3.0, 5.3, 8.6}, que
estdn mas préximos entre si que los originales. Vemos asi cémo el nimero 5000 pasa a ser 8.6 tras
la transformacién, lo que implica una reduccién importante, mientras que el nimero 10 pasa a 2.3,
que es una reduccién mucho menor.
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Con este tipo de transformaciones aplicadas a datos con asimetrias positivas, lo que se consigue
es comprimir la cola de la derecha de la distribucién, obteniéndose una distribucién mas simétrica.
Cuanto mauyor sea la asimetria positiva, més fuerte’ debe ser la capacidad transformadora. Esta
mayor capacidad transformadora se consigue con valores menores de ¢, donde la transformacion
logarftmica log(x) puede interpretarse como el limite cuando ¢ — 0. Por tanto, la transformacién
logaritmica es mas fuerte que transformaciones con ¢ > 0, pero menos que transformaciones con
¢ < 0. Las transformaciones més frecuentes son z'/2, log(z) y 2. El siguiente histograma muestra
un ejemplo de distribucién asimétrica positiva que tras una transformacién logaritmica se hace més
simétrica. La variable es el precio de los vehiculos del fichero cardata.

Histogram for price Histogram for log{price)

B0 F = s : : . . . -

- 1 an b 3
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a 3 [ ] 12 15 18 4 8 22 8.6 2 9.4 9.8

. (X 1000) .
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Transformaciones de datos con asimetria negativa

Si un conjunto de datos presenta asimetria negativa, su transformacién en una distribucién
simétrica se hard mediante las transformaciones z¢, con ¢ > 1. En estos casos, lo que se hace es
expandir la parte de la derecha del histograma que compense la cola de la izquierda, y asi conseguir
una mayor simetrfa. La figura siguiente muestra el histograma de un conjunto de datos de una
variable X con asimetria negativa (figura (a)). Para mejorar su simetria se hace primeramente la
transformaciéon ' que parece ser insuficiente (figura (b)). Finalmente, una transformaciéon més
fuerte 2 consigue una simetrfa suficiente (figura (c)).

X x5 X2

__Il(IIl : -ll!lll. -Ill

) )

Hay que tener cuidado con la presencia de valores que hagan las operaciones inviables, como
tomar logaritmos de niimeros menores de 1. En esos caso se suma una cantidad a todos los datos
de forma que se pueda tomar logaritmos. También ha de tenerse cuidado con la presencia de datos
positivos y negativos cuando se eleve a una potencia par, pues al perderse el signo negativo los
datos transformados no guardardn ninguna relacién con los originales. De nuevo, en esos caso,
se suma una misma cantidad a todos los datos para que todos sean positivos antes de elevar al
cuadrado.

)
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1.8. Relacion entre dos variables. La recta de regresion

En la seccién anterior se presentaron un conjunto de medidas que resumen alguna caracteristica
de un conjunto de datos de una variable. Estas medidas caracteristicas son un resumen numérico de
las propiedades que se hayan visualizado utilizando graficos tales como el histograma, el diagrama
de barras, etc.

En esta seccién presentaremos medidas que resuman la asociacién entre dos variables cuantita-
tivas. Estas medidas serdn restimenes numéricos de las relaciones que se hayan detectado usando los
graficos de dispersion presentados anteriormente. Nos centraremos sélamente en relaciones lineales
entre dos variables. En esos casos, el grafico de dispersién mostrard una nube de puntos alrededor
de cierte linea recta imaginaria. Para resumir el grado de relacién lineal entre dos variables se
usan las siguientes medidas: (1) coeficiente de covarianza, (2) coeficiente de correlacién (3) recta
de regresion.

1.8.1. Coeficiente de covarianza

Supongamos que para un conjunto de n individuos se tiene informacién de dos variables z e y.
Entonces la covarianza o coeficiente de covarianza se define como

Yoy (@i —7) (yi — ) _

n

cov(z,y) = gy =

Este coeficiente de covarianza tomard valores positivos si hay una relacién lineal positiva entre
ambas variables, es decir, si al aumentar una de ellas también lo hace la otra. El siguiente gréfico
de dispersion ilustra esta covarianza positiva. El gréfico (a) muestra el precio del coche y su potencia
para un conjunto de 90 coches europeos, donde la covarianza es 302764. Por el contario, si la relacion
lineal es negativa, el coeficiente de covarianza sera negativo, como sucede con los datos de peso del
coche y la distancia que recorrera con un litro de combustible, que posee una covarianza de -1600

Grafico de potencia v precio B Grifico de peso y distancia por litro de gasolina
P yp ;
s %, L ;
[ 2 .. | ]
200 | s 32| |
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a?. 100 f .!g: 2| .
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0 1 2 3 4 6 2 1600 2100 2600 3100 3600 4100 4600
: (X 10000) = S i 3
Precio del coche Peso del coche
a) Relacion entre precio otencia de 90 coches b) Relacién entre peso y consumo de 90 coches
I yp p y

Si entre ambas variables no hay relacién, la covarianza serd proxima a cero. En estos casos, el
diagrama de dispersién muestra una nube de puntos sin ningin patrén de relacién. El signo del
coeficiente de covarianza nos indica claramente el signo de la relacién lineal que exista entre las
variables. Sin embargo, al depender el coeficiente de covarianza de las unidades de x y de y , el
valor concreto no es facil de interpretar. Por ejemplo, en los dos grificos anteriores, no sabriamos
decir, apartir de los valores de covarianzas, que relacién lineal es més fuerte. Para el gréfico (a)
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la covarianza es 302764 dolaresxCV, mientras que para el gréfico (b) la covarianza es de -1600
kilogramos xmillas, que no es en absoluto comparable con délaresx CV.

Seria conveniente por tanto encontrar alguna medida caracteristica que resuma la relacion lineal
de forma adimensional. Esta medida es el coeficiente de correlacién, que se muestra a continuacion.

1.8.2. Coeficiente de correlacion

La informacién que suministra el coeficiente de correlacion es la misma que la covarianza. Es
un coeficiente que mide el grado de relacién lineal entre dos variables tomadas en los mismos
individuos, pero usando un valor adimensional. Se define como

cov(z,y
T=Tyy =1(z,y) = 75(37 )
xSy

Puede demostarse que estard siempre entre -1 y 1. Su interpretacion es

r = 0; no hay relacién lineal
r > 0; relacién lineal positiva
r < 0; relacién lineal negativa

Si r = 1 tendremos una relacion lineal positiva perfecta, en el sentido de que los datos estardn
perfectamente alineados segiin una recta de pendiente positiva. Andlogamente, sir = —1 tendremos
una relacién lineal negativa perfecta. En el caso de las variables precio y potencia mostradas
anteriormente la correlacién es 0.73 que es positiva y alta. En el caso de las variables peso y
distancia recorrida, la correlacion es -0.82 que es negativa y muy alta. Cuanto mds préxima esté
la nube de puntos a una linea recta m&s préximo estard el coeficiente de correlacién a la unidad
(en valor absoluto). Por el contrario, cuanto més dispersa esté la nube de puntos, la correlacién
estard mds préxima a cero. A continuacién se muestra una serie de figuras donde se representan
conjuntos de datos de diferente coeficiente de correlacién.
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1.8.3. La recta de regresién
Definicién de la recta de regresién

Nuestro interés en el cédlculo de la correlacién es medir la proximidad de la nube de puntos a
una linea recta imaginaria. Lo que vamos a hacer ahora es obtener la ecuacién de esa linea recta
que sirva de resumen de la relacién entre ambas variables. Es importante recalcar que esta linea
recta es sélo una aproximacion de la relacién entre ambas variables. Cuando més proximo a +1
esté el coeficiente de correlacién, mayor serd la capacidad de aproximacién de dicha recta. A este
procedimiento de buscar una recta que aproxime el comportamiento de una nube de puntos le
llamaremos ajuste de una recta.

Nuestro objetivo es encontrar la recta a+ bx que mejor resuma esa tendencia lineal que muestra
la nube de puntos, como se ilustra en esta figura.

X

Conjunto de datos y recta que resume su tendencia lineal

Si la nube de puntos formase una linea recta perfecta (lo que ocurre sélo si la correlacién entre
ambas es +1) tendriamos que y = a + bz, y los valores de a y b los podriamos calcular usando sélo
un par de puntos. En cualquier otro caso, si la correlacion es diferente a 41, es imposible encontrar
una linea recta que pase por todos los puntos.

Dada una nube de puntos formada por un conjunto de datos de dos variables, existen muchos
criterios para ajustar una recta, lo que llevaria a calcular rectas diferentes segun el criterio que
empleemos. Nuestro interés es en la recta que nos ayude a predecir el valor de y a partir de la
observacién de x. A la variable que queremos saber su valor le denominamos variable respuesta,
y se le suele reservar la letra y. A la variable que vamos a usar para predecir el valor de la variable
respuesta le denominaremos variable explicativa, y se le suele reservar la letra x. Al valor que
resulta de aplicar la recta a 4+ bx para un valor de * = z; dado, le llamaremos prediccién, y lo
denotaremos por el simbolo ¢, o también g(z;), o g;. La recta que predice el valor de y cuando se
conoce el de x puede expresar entonces como

J=a+bx.

La siguiente figura muestra la diferencia entre un valor observado y; y un valor previsto §(z;) por
la recta §j = a + bx.
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valor observads 1)

valer previste 1!

valor abservado 1, X

La teorfa estadistica nos dice que la recta que mejor hace esas predicciones de y es la que viene
dada por los siguientes valores

cov(z,y)
a = y-—bz. (1.9)

A la recta § = a + bx que utiliza los valores (1.9) y (1.8) le denominaremos recta de regresion.

Ejemplo 18 FEl fichero cardata.sf tiene datos de 155 vehiculos. Entre estos datos tenemos las vari-
ables mpg=distancia recorrida con un galén de combustible, y la variable weight=peso del vehiculo.
El grifico de dispersion basado en estos 155 vehiculos es

Grifico de peso v distancia por litro de gasolina

2p
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Peso del coche

Distancia recorrida con un litro de gasolina

(b) Datos de peso y consumo de coches

donde puede verse que hay una fuerte tendencia lineal negativa, con un coeficiente de correlacion
de -0.82. Queremos calcular la recta de regresion que me ayude a dar un valor aproximado de la
distancia que recorrera un vehiculo conocido su peso. Del andlisis de los datos tenemos que
cov(mpg,weight)=-3688.2/
var(mpg)=>54.42
var(weight)=363630
media mpg=28.79
media weight=2672.2
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Calcularemos la recta de regresion que nos ayude a predecir la distancia recorrida (mpg) en funcion
del peso (weight). Por tanto nuestras variables son y =mpg y x =weight. La recta de regresion es
entonces

cov(x,y)  —3688,24

b = - = —0,01014
2 363630 ’

a = §—bx=2879—(—0,01014) x 2672,2 = 55,89

Supongamos ahora que tenemos un vehiculo que pesa 2600 unidades y que no conozcamos su con-
sumo. Usando como aproximacion la anterior recta de regresion podemos predecir que la distancia
que recorra con un galdn de combustible serd

Distancia prevista=g(x = 2600) = a + b x 2600 = 55,89 + (—0,01014) x 2600 = 29,52 millas.

Algunas propiedades de la recta de regresién

Antes se ha mencionado que la recta de regresion es la recta que "mejor"predice y dado un valor
de z. Sin embargo, no se ha dicho en qué sentido esa prediccién es mejor. Vamos a aclarar este
punto. Si aplicamos la recta de regresién a un valor de = del que hayamos observado el valor de vy,
veremos que, en general, el valor que predice la recta de regresién ¢ no serd igual que el observado
(jsiempre?). Tendremos una discrepancia. Llamaremos error de prediccién, o residuo, a esa
discrepancia, y lo denotaremos con la letra e. Es decir,

residuo=e; = y; — v;-

Si hemos construido la recta de regresién con n pares de puntos (z;,y;), ¢ = 1,2, ...,n, tendremos
n residuos ey, ..., e,. Puede demostrarse que la recta de regresién definida con (1.8) y (1.9) es la
recta que tiene los residuos méas pequenos. Mdas concretamente, la recta de regresion es la recta tal
que los residuos que se obtienen tienen suma de cuadrados )., € minima. Por esa razén a esta
recta también se le denomina recta de minimos cuadrados, o minimo cuadratica.

Otra propiedad que cumple la recta de regresién es que pasa por el punto (Z,y). Es inmediato

comprobar este resultado usando el valor de a en (1.9). Para = Z se tiene que
J(xz =7) =a+ bz = (j — bT) + bT = §.

Por 1ltimo, hay que mencionar que la recta de regresién ¢ = a + bz estd disenada para predecir
y a partir de  y no debemos usarla para predecir un valor de x dado y. Es decir, si observamos
un valor de y y predecimos el valor de z haciendo & = (y — a) /b ya no estamos usando la mejor
recta que prediga x. No estamos haciendo el mejor uso de nuestros datos. Debemos en ese caso
calcular una nueva recta intercambiando los papeles de x e y. Volviendo al Ejemplol8, si nuestro
interés es encontar la prediccién del peso de un vehiculo si conociésemos la distancia que recorre
con un galén de combustible, lo mejor es volver a construir una nueva regresién especifica para
esa prediccion. Ahora la variable explicativa es © =mpg y la variable respuesta es y =weight, y
tendremos que

. cov(z,y) —3688,24
= — = — 4
b 52 54.42 67,77

a® = §—bT =206722— (—67,774) x 28,79 = 4623 4.
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Entonces, si sabemos que un vehiculo ha recorrido 10 millas con un galén de combustible, el peso
que podemos predecir para ese vehiculo serd de

Peso previsto=g(z = 10) = a* + b* x 10 = 4623,4 + (—67,774) x 10 = 3945,7.



